Concursul interjudetean de matematica Victor Valcovici

Braila, 20 Mai 2017
Clasa a 8-a - BAREM

Problema 1. Demonstrati ca pentru orice a, b, c > 0 este adevarata inegalitatea

\)

a L b . c -
b+2c c+2a a+2b 3

Enache Patragcu, Focsani

Solutie:
v % a a2
Observam cd ) 5. = > 7% (1p)

Folosind inegalitatea ) % 2 > ZZ ,2 ne rezultd »_ 5o = > — :2“ > 3((5;1);?6@ (3p)

(a+b+c)? a?+b2+c2+2(ab+betca) 2(ab+bctca) 2
Dar 3(ab+bctca) 3(ab+bctca) > 3(ab+bctca) — 37 (31))

Solutie alternativa:

Notdm b+ 2c = x,c+2a =y, a+2b =z Atunci a+b+c == = (a+b+c) —

(b+2c) = 2 — g = g — ¢ = Y2222 Cum ¢+ 2a = y, avem 3a = L2225 4y =
4y+g—2z Analog h= 4z+z 2y7c _ 4a:+19/—2z. (2p)

a =
Inegalitatea devine 4y+9+2x >2e Y W S o Y (W 2) > 12. (2p)
Dar 4;3’ +i24e 4y* + 2% > 4oy & (2y — x)? > 0, cu egalitate cand 2y = z. (2p)

Atunci (% + +) 2 12 cu egalitate cand 8z = 4z = 2y = x, deci x = 0, fals. Atunci
inegalitatea este stricta. (1p)



Problema 2. Fie numerele reale strict pozitive aq, as, as, ... pentru care

n
a,+as + ... +a,’

Ap4+1 =

pentru orice n > 1.

(a) Demonstrati ca ag < 1.
(b) Daca a5 = 1, determinati a;.

Cristi Savescu, Bucuresti

Solutie:

(a) a3 = —2— = 2+ < % = 1. Egalitatea implica a; = as = 1. (2p)

a1+az a1+ %

(b) Cum a; + as = %, atunci

3 3 3 < 3
as = = = =
! ar + as + as f—3+a3 é—l—(é—l—ag)_l—f-Q

1.(x)

Am folosit ca ag <1 (din (a)) si i + a3z > 2. Egalitatea este pentru ag = 1. (2p)

Cum a; + as + az = a—34, atunci

4 4 4 < 4
ar = = = =
" mtamtasta Eta I+ (Eta) 242

a4

1.

Am folosit ca ay < 1 (din (*)) si a—14 + ay > 2. Egalitatea este pentru ay = 1. (2p)

Cum a5 = 1, atunci a4 = 1, deci a3 = 1. Din (a) rezulta ca a; = as = 1.(1p)

Observatie: Se observa ca, in general daca a,, < 1, atunci
n—1 n—2

1
ajtas+...+a, = (a1+as+...4a,_1)+a, = +a, = +(ap+—) > n—24+2 =n,

Qn Qn Qn

deci a1 = m <1, deci a, < 1 pentru orice n > 3. Daca a,, = 1, mergand

inapoi pe cazurile de egalitate, obtinem a; = 1.



Problema 3. Fie O un punct interior tetraedrului ABC'D. Dreptele AO, BO,CO
si DO intersecteaza planele (BCD), (ACD),(ABD) si (ABC) in punctele G, M, N
respectiv P. Stiind ca

BO CO DO 5

MO NO PO 7
demonstrati ca GG este centrul de greutate al triunghiului BC'D.

Iulian Danielescu, Braila

Solutie:

Cum £ = £ = 3 atunci AMON ~ ABOC, deci MN||BC si %5 = 1. (1p)

Atunci, dreptele BN, C'M sunt coplanare si se intersecteaza pe dreapta de intersetie
a planurilor din care provin ((ABD), (ACD)), adica AD. Fie deci
S=BNNCM,S € AD.(1p)

Avem atunci MN||BC, deci ASNM ~ ASBC, deci 3% = 1 = $% = 1.(1p)

M N BC este trapez, deci SO 1i injumatateste bazele, deci T'= SO N BC' este
mijlocul lui BC.(1p)

In triunghiul BST cu transversala N — O — C avem
BN 16 .59 — 1= SO =TO.(1p)

In triunghiul PT'D cu transversala A — O — G avem £4 . 29 =1=1I¢ — %, de
unde rezulta concluzia. (1p)



